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背景

n ベイズ推論における様々な無情報事前分布が提案されてきた．

● Jeffreys’ prior, reference prior, etc.

n Hartigan (1965) は，ある事前分布に対応するベイズ推定量のバイアスがサ
ンプルサイズ 𝑛	に対して 𝑜(𝑛!") になるとき，その事前分布は漸近不偏 
(asymptotically unbiased) であると呼んだ．

● 一般に，ベイズ推定量は 𝑂(𝑛!") のバイアスを持つ．

● 特に，サンプルサイズが小さいときに有用．

n Hartigan (1965) の結果はモデルのi.i.d.性を仮定しているため，限定的．

● E.g. ベイズ回帰分析では，説明変数 𝑥# を固定する．

 → データはi.i.d.ではないため，Hartigan (1965) の結果は使えない．



5

本研究の貢献

1. Asymptotically unbiased priors が満たすべき条件を，i.i.d.ではない状況へ
拡張した．

● 事前分布は，偏微分方程式系の解として特徴づけられる．

2. 上の偏微分方程式系の解が存在する必要十分条件を検討し，asymptotically 
unbiased priors の構成手順をまとめた．

● これらの結果は，moment matching priors (Ghosh and Liu, 2011) 
など他の事前分布にもそのまま適用可能．

3. Nested error regression (NER) モデル (変量効果モデル) に応用し，新し
い事前分布の提案を行った．
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設定

n 𝑋", … , 𝑋$  は確率密度関数 𝑓$(𝑥", … , 𝑥$|𝜃) を持つ．

● i.i.d.性や独立性は仮定しない！

n 𝜃 = 𝜃", … , 𝜃% ∈ Θ : 𝑝次元のパラメータ．

n Θ ⊂ ℝ%: パラメータ空間 (rectangular)．

n ℓ$ 𝜃 = log 𝑓$(𝑥", … , 𝑥$|𝜃): 対数尤度．

n 𝜋 𝜃  : 𝜃 の事前分布の密度．

n これらの設定のもとで，パラメータ 𝜃 の事後平均は

9𝜃& =
∫' 𝜃𝜋 𝜃 exp ℓ$ 𝜃 𝑑𝜃

∫'𝜋 𝜃 exp ℓ$ 𝜃 𝑑𝜃
.
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ある事前分布に対応するベイズ推定量 (= 事後平均) のバイアスが𝑜(𝑛!")である
とき，その事前分布は漸近不偏 (asymptotically unbiased) であるという．ま
た，このとき，ベイズ推定量は second-order unbiased（2次不偏）である
という．

定義 (asymptotically unbiased prior)

Asymptotically unbiased priors

n Hartigan (1965) では，一般の損失関数を考えているので，上の定義とは表
現が異なる．

n 2乗損失を考える場合には， Hartigan (1965) の定義と上の定義は一致．
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ベイズ推定量のバイアスの評価

Corollary 2
正則条件のみから導出される結果

Corollary 3
追加的な仮定のもとでの結果

Theorem 4
i.i.d.の場合に一般に成り立つ結果

対数尤度の微分の極限に関する仮定を追加

i.i.d.性の仮定を追加
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Assumption 1（正則条件）

(i)  9𝜃() − 𝜃 = 𝑂% 𝑛!"/+ ．ただし 9𝜃() はモデルの最尤推定量．

(ii)  ℓ$ 𝜃 = 𝑂% 𝑛 .

(iii) ℓ$ 𝜃  は3回連続微分可能．

(iv) 𝜋 𝜃  は微分可能．

(v)  𝐻$(𝜃) = − ,!

,-,-"
ℓ$ 𝜃 は可逆．𝐻$( 9𝜃()) は正定値．



11

ノーテーション

n 𝐻$ 𝜃 = − "
$

,!

,-,-"
ℓ$ 𝜃 .

n 𝐼$,/0 𝜃 = "
$

,ℓ# -
,-$

,ℓ# -
,-%

.

n 𝐽$,/0,2 𝜃 = "
$

,!

,-$,-%
ℓ$ 𝜃

,
,-&

ℓ$ 𝜃 .

n 𝐾$,/02 𝜃 = "
$

,'

,-$,-%,-&
ℓ$ 𝜃 .
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Assumption 1 の下で，事後平均 9𝜃& のバイアスは
𝔼 9𝜃& − 𝜃

=
1
𝑛 𝔼 𝐻$!" 𝜃

𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 + 2ℓ$ 𝜃 +

1
2J
/3"

%

J
03"

%

𝐻$/0 𝜃 𝐴$,/0 𝜃 + 𝑜
1
𝑛 .

ただし，

𝐴!,#$ 𝜃 =
𝐾!,%#$ 𝜃 + 2𝐽!,%#,$ 𝜃

⋮
𝐾!,&#$ 𝜃 + 2𝐽!,&#,$ 𝜃

+)
'(%

&

)
)(%

&

𝐻!') 𝜃 𝐼!,$)(𝜃)
𝐾!,#'% 𝜃

⋮
𝐾!,#'& 𝜃

.

Corollary 2 (正則条件の下でのバイアスの評価)

正則条件の下でのベイズ推定量のバイアスの評価

𝐻! 𝜃 = − "
!

#!

#$#$"
ℓ! 𝜃 																										𝐽!,&',( 𝜃 = "

!
#!

#$##$$
ℓ! 𝜃 #

#$%
ℓ! 𝜃

𝐾!,&'( 𝜃 = "
!

#&

#$##$$#$%
ℓ! 𝜃             𝐼!,&' 𝜃 = "

!
#ℓ' $
#$#

#ℓ' $
#$$
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Corollary 2 の結果について

n Corollary 2 の結果は，期待値の計算が大変なので，一般にはあまり使い勝
手が良くない．

n 𝐻$ 𝜃 = − ,!

,-,-"
ℓ$ 𝜃  が確率的でないならば，

𝔼 9𝜃& − 𝜃 = 	𝐻$!" 𝜃
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 +

1
2J
/3"

%

J
03"

%

𝐻$/0 𝜃 𝔼 𝐴$,/0 𝜃 + 𝑜 𝑛!" .

 よって，

𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 = −

1
2J
/3"

%

J
03"

%

𝐻$/0 𝜃 𝔼 𝐴$,/0 𝜃

⟹  9𝜃& は2次不偏.
事前分布は 𝑛 に依存
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Assumption 2（対数尤度の微分の極限の仮定）

(i)  可逆な 𝑝×𝑝 次元定数行列 𝐻(𝜃) が存在し，
𝐻$ 𝜃 = 𝐻 𝜃 + 𝑂% 𝑛!"/+ .

(ii) 各	𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ {1, … , 𝑝} に対して定数 𝐾/02 𝜃  が存在し，
𝐾$,/02 𝜃 = 	𝐾/02 𝜃 + 𝑜% 1 .

(iii) 𝑝×𝑝 次元定数行列 𝐼(𝜃) が存在し，
𝔼 𝐼$,/0 𝜃 = 𝐼 𝜃 + 𝑜 1 .

(iv) 各	𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ {1, … , 𝑝} に対して定数 𝐽/0,2 𝜃  が存在し，
𝔼 𝐽$,/0,2 𝜃 = = 𝐽/0,2 𝜃 + 𝑜 1 .
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Assumptions 1, 2の下で，事後平均 9𝜃& のバイアスは

𝔼 9𝜃& − 𝜃 =
1
𝑛𝐻

!" 𝜃
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 θ +

1
2J
/3"

%

J
03"

%

𝐻/0 𝜃 𝐴/0 𝜃 + 𝑜
1
𝑛 .

ただし，

𝐴/0 𝜃 =
𝐾"/0 𝜃 + 2𝐽"/,0 𝜃

⋮
𝐾%/0 𝜃 + 2𝐽%/,0 𝜃

+J
23"

%

J
43"

%

𝐻24 θ 𝐼04 θ
𝐾/2" 𝜃

⋮
𝐾/2% 𝜃

.

Corollary 3 (追加的な仮定の下でのバイアスの評価)

追加的な仮定の下でのベイズ推定量のバイアスの評価

よって，
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 = −

1
2J
/3"

%

J
03"

%

𝐻/0 θ 𝐴/0 θ

⟹  9𝜃& は2次不偏．
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i.i.d.の場合の仮定2の成立

n 𝑋", … , 𝑋$ は i.i.d.で，それぞれ確率密度関数 𝑓(𝑥|𝜃) を持つとする．

n 直接計算より，

𝐼 𝜃 = 𝔼
𝜕
𝜕𝜃
log 𝑓 𝑋 𝜃

𝜕
𝜕𝜃
log 𝑓 𝑋 𝜃

*

(i.e. Fisher情報行列）かつ

𝐽#$,' 𝜃 = 𝔼
𝜕+

𝜕𝜃#𝜕𝜃$
log 𝑓 𝑋 𝜃

𝜕
𝜕𝜃'

log 𝑓 𝑋 𝜃 .

n 中心極限定理より，
𝐻 𝜃 = 𝐼 𝜃 .

n 大数の法則より，

𝐾/02 𝜃 = 𝔼
𝜕5

𝜕𝜃/𝜕𝜃0𝜕𝜃2
log 𝑓 𝑋 𝜃 .
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i.i.d.のとき，事後平均 9𝜃6 のバイアスは

𝔼 9𝜃& − 𝜃 =
1
𝑛 𝐼

!" 𝜃
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 −J

/3"

%

J
03"

%

𝐼/0 𝜃
𝜕
𝜕𝜃0

𝐼"/ 𝜃
⋮

𝐼%/ 𝜃
	 + 𝑜

1
𝑛 .

Corollary 4 (i.i.d.の場合のバイアスの評価)

i.i.d.の場合のベイズ推定量のバイアスの評価

よって，

𝜕
𝜕𝜃
log 𝜋 𝜃 = J

/3"

%

J
03"

%

𝐼/0 𝜃
𝜕
𝜕𝜃0

𝐼"/ 𝜃
⋮

𝐼%/ 𝜃
	

⟹  9𝜃& は2次不偏．

Fisher 情報のみから計算可能！

𝐼 𝜃  = 𝔼 #
#$
log 𝑓 𝑋 𝜃 #

#$
log 𝑓 𝑋 𝜃

*
  : Fisher 情報行列
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Corollary 4と関連研究の比較

① = ② + ③ という関係が成立している．

→Asymptotically unbiased prior は，moment matching prior の Firth’s 
method によるバイアス補正であると解釈できる．

特徴付け 性質

本研究
Corollary 4

𝜕
𝜕𝜃
log 𝜋 𝜃

=2
&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃 −1

𝜕
𝜕𝜃'

𝐼"& 𝜃

⋮
𝜕
𝜕𝜃'

𝐼,& 𝜃

	 = 2
&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃
𝐽"&,' 𝜃 + 𝐾"&' 𝜃

⋮
𝐽,&,' 𝜃 + 𝐾,&' 𝜃

事後平均が
2次不偏

Firth’s 
method

𝜕
𝜕𝜃
ℓ!(𝜃) = 2

&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃
𝐽"&,' 𝜃

⋮
𝐽,&,' 𝜃

+
1
2

𝐾"&' 𝜃
⋮

𝐾,&' 𝜃
MLEの

2次バイアス補正

Moment 
matching 
prior

𝜕
𝜕𝜃
log 𝜋 𝜃 =2

&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃
1
2

𝐾"&' 𝜃
⋮

𝐾,&' 𝜃
MLEと事後平均が
𝑜,(1/𝑛) で一致

①

②

③
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これまでのまとめ
,
,-
log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃  の解 𝜋(𝜃) に対応するベイズ推定量は2次不偏．

Corollary 𝜙(𝜃) 特徴

2 −
1
2
2
&+"

,

2
'+"

,

𝐻!&' 𝜃 𝔼 𝐴!,&' 𝜃 𝑛 に依存する事前分布．
𝐻! 𝜃 が確率的でないときしか使えない．

3 −
1
2
2
&+"

,

2
'+"

,

𝐻&' θ 𝐴&' θ 対数尤度の微分の極限に関する仮定が必要．

4 2
&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃
𝜕
𝜕𝜃'

𝐼"& 𝜃
⋮

𝐼,& 𝜃
	 i.i.d.の場合に標準的に使える．

仮定弱い
使いにくい

仮定強い
使いやすい

• 𝐴!,&' 𝜃 =
𝐾!,"&' 𝜃 + 2𝐽!,"&,' 𝜃

⋮
𝐾!,,&' 𝜃 + 2𝐽!,,&,' 𝜃

+ ∑(+"
, ∑-+"

, 𝐻!(- 𝜃 #ℓ' $
#$$

#ℓ' $
#$(

𝐾!,&(" 𝜃
⋮

𝐾!,&(, 𝜃

• 𝐴&' 𝜃 =
𝐾"&' 𝜃 + 2𝐽"&,' 𝜃

⋮
𝐾,&' 𝜃 + 2𝐽,&,' 𝜃

+ ∑(+"
, ∑-+"

, 𝐻(- θ 𝐼'- θ
𝐾&(" 𝜃

⋮
𝐾&(, 𝜃
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𝜙 𝜃  は微分可能であり，𝜙 𝜃  の 𝜃 に関する微分と積分の順序を交換できる
とする．このとき， ,

,-
log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃  を満たす2回連続微分可能な 𝜋 𝜃  が存

在するための必要十分条件は，任意の 𝑡, 𝑢 ∈ 1, … , 𝑝  について
𝜕
𝜕𝜃4

𝜙2 𝜃 =
𝜕
𝜕𝜃2

𝜙4 𝜃

が成り立つことである．

Theorem 5 (偏微分方程式系の解の存在条件)

Asymptotically unbiased priors の存在条件

一般に ,
,-
log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃  となる条件を考える．

可積分条件
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Theorem 5 の証明の概略

(解が存在 ⟹	可積分条件)
n

,
,-
log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃 より

𝜕+

𝜕𝜃𝜕𝜃7 log 𝜋 𝜃 =
𝜕
𝜕𝜃 𝜙 𝜃 .

n 左辺は対称行列なので，右辺も対称行列．よって，
𝜕
𝜕𝜃4

𝜙2 𝜃 =
𝜕
𝜕𝜃2

𝜙4 𝜃 𝑡, 𝑢 ∈ 1, … , 𝑝 .

(可積分条件 ⟹ 解が存在)
n 可積分条件が成り立つとき，次の Corollary 7 の手順で解を構成できる．
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以下の手順によって構成された 𝜋(𝜃) は，可積分条件の下で
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃

を満たす．

(i)   定数ベクトル 𝑐", … , 𝑐% ∈ Θ を任意に固定する．

(ii)  𝜓2 𝜃2 , … , 𝜃% ≔ 𝜙2(𝑐", … , 𝑐2!", 𝜃2 , … , 𝜃%) を用いて，

Z𝜋 𝜃 ≔ exp J
23"

%

[
8&

-&
𝜓2 𝑧, 𝜃29", … , 𝜃% 𝑑𝑧

      を計算する．
(iii) 𝜋 𝜃 ∝ Z𝜋 𝜃 とする．

Corollary 7 (Asymptotically unbiased prior の構成手順)

事前分布の構成手順

𝜃%, … , 𝜃&と順番に積分して和を取る
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Corollary 7の証明

𝑠 > 𝑟 について，可積分条件より
𝜕
𝜕𝜃$

𝜓# 𝜃# , … , 𝜃& =
𝜕
𝜕𝜃$

𝜙# 𝜃 /
(-.,…,-/0.)( 0.,…,0/0.

=
𝜕
𝜕𝜃#

𝜙$ 𝜃 /
(-.,…,-/0.)( 0.,…,0/0.

が成り立つことに注意すると，𝑠 = 1,… , 𝑝 について

𝜕
𝜕𝜃$

log 9𝜋 𝜃 =0
#(%

$1%

1
0/

-/ 𝜕
𝜕𝜃$

𝜓# 𝑧, 𝜃#2%, … , 𝜃& 𝑑𝑧 + 𝜓$ 𝜃$ , … , 𝜃&

=0
#(%

$1%

1
0/

-/ 𝜕
𝜕𝑧
𝜙$ 𝜃%, … , 𝜃#1%, 𝑧, 𝜃#2%, … , 𝜃& /

(-.,…,-/0.)( 0.,…,0/0.
𝑑𝑧 + 𝜓$ 𝜃$ , … , 𝜃&

=0
#(%

$1%

𝜙$ 𝑐%, … , 𝑐#1%, 𝜃# , … , 𝜃& − 𝜙$ 𝑐%, … , 𝑐# , 𝜃#2%, … , 𝜃& + 𝜙$ 𝑐%, … , 𝑐$1%, 𝜃$ , … , 𝜃&

= 𝜙$ 𝜃%, … , 𝜃& .
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Asymptotically unbiased prior の導出

可積分条件を確認

Corollary 7 の構成手順を用いて事前分布を構成

,
,-
log 𝜋 𝜃 = 𝜙(𝜃) を満たす 𝜋(𝜃) を導出するために… 
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事前分布の構成方法の汎用性について

n 前ページの導出手順は，asymptotically unbiased prior 以外にも，
𝜕
𝜕𝜃 log 𝜋 𝜃 = 𝜙 𝜃

という形で定義される 𝜋 𝜃  の導出に対して一般に応用可能である．

● Moment matching prior などでも同様の手順で解の存在の確認と事前
分布の導出が行える．
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1次元パラメータ i.i.d.モデル

n モデルがi.i.d.かつパラメータが1次元 (𝑝 = 1) の場合， 可積分条件は常に成
り立つ．

n Corollary 7 の手順によって求める事前分布を導出する：

● 𝜙" 𝜃 = 𝐼!" 𝜃 𝐼′(𝜃) = 𝜓" 𝜃 ．

● 任意の 𝑐 ∈ Θについて，

Z𝜋 𝜃 = exp [
8

- 𝐼: 𝑧
𝐼 𝑧 𝑑𝑧 = exp log 𝐼(𝜃) − log 𝐼(𝑐) =

𝐼(𝜃)
𝐼(𝑐) .

● よって，𝜋 𝜃 ∝ 𝐼 𝜃 .

• 𝜙 𝜃 = ∑&+"
, ∑'+"

, 𝐼&' 𝜃 #
#$$

𝐼"& 𝜃
⋮

𝐼,& 𝜃
	

• 𝜓( 𝜃( , … , 𝜃, = 𝜙( 𝑐", … , 𝑐(1", 𝜃( , … , 𝜃,

• 	 D𝜋 𝜃 = exp ∑(+"
, ∫2%

$% 𝜓( 𝑧, 𝜃(3", … , 𝜃, 𝑑𝑧
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Example 1: 二項分布

n 𝑋", … , 𝑋$ ∼#.#.<. 𝐵𝑒𝑟(𝜃) とする．

n Fisher 情報量は，𝐼 𝜃 = 𝜃!" 1 − 𝜃 !".

n 事前分布を 𝜋 𝜃 ∝ 𝐼 𝜃 = 𝜃!" 1 − 𝜃 !" とするとき，事後分布は
𝜋 𝜃 𝑥", … , 𝑥$ ∝ 𝜃$ =>!" 1 − 𝜃 $ "! => !".

● すなわち，𝜃|𝑋", … , 𝑋$ ∼ Beta(𝑛 f𝑋, 𝑛 1 − f𝑋 ).

n これより， 9𝜃& = f𝑋 であるが，これは 𝜃 の不偏推定量．



30

Example 2: 正規分布（期待値，分散パラメータ）

n 𝑋", … , 𝑋$ ∼#.#.<. 𝑁(𝜇, 𝜎+) ，𝜃 = 𝜃", 𝜃+ = 𝜇, 𝜎+  とする．

n 𝐼 𝜃 = 𝜎!+ 0
0 𝜎!?/2  より 𝜙" 𝜃 = 0, 𝜙+ 𝜃 = − +

@!
 と計算できる．したがっ

て ,
,-!

𝜙" 𝜃 = ,
,-(

𝜙+ 𝜃 = 0 なので，可積分条件が成立．

n 𝜓" 𝜇, 𝜎 = 0, 𝜓+(𝜎) = − +
@!
 より，𝜋 𝜃 ∝ Z𝜋 𝜃 = exp 0 − ∫8

@! +
A
𝑑𝑧 ∝ "

@)
.

n f𝑋:= "
$
	∑#3"$ 𝑋# ,𝑆+: = ∑#3"$ 𝑋# − f𝑋 + と書くとき事後平均

𝜇̂& , p𝜎+,& = f𝑋,
1

𝑛 − 1𝑆
+

 は (𝜇, 𝜎+) の不偏推定量． 𝜙 𝜃 =2
&+"

,

2
'+"

,

𝐼&' 𝜃
𝜕
𝜕𝜃'

𝐼"& 𝜃
⋮

𝐼,& 𝜃
	

𝜓( 𝜃( , … , 𝜃, = 𝜙( 𝑐", … , 𝑐(1", 𝜃( , … , 𝜃,

	 D𝜋 𝜃 = exp 2
(+"

,

K
2%

$%
𝜓( 𝑧, 𝜃(3", … , 𝜃, 𝑑𝑧
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Example 5: 線形回帰モデル

n モデルは，

n 𝑦# ∈ ℝ, 𝑥# ∈ ℝ%を観測．

n 𝜖", … , 𝜖$ ∼#.#.<. 𝑁(0, 𝜎+)．

n 𝑥# は非確率的であるとする (conditional inference)．

→ モデルは i.i.d.ではない！

n モデルのパラメータは，𝜃 = 𝜃", … , 𝜃%, 𝜃%9" = 𝛽, 𝜎+ ∈ ℝ%9".

n 求める事前分布は
𝜋 𝜃 ∝ 𝜎!?.

𝑦# = 𝑥#7𝛽 + 𝜖# 	 𝑖 = 1, … , 𝑛
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線形回帰モデルの事後分布

n 事後分布は，
𝛽|𝜎+, 𝑦", … , 𝑦$ ∼ 𝑁 	 9𝛽B)C, 𝜎+ 𝑋7𝑋 !" ,

𝜎+|𝑦", … , 𝑦$ ∼ IG
𝑛 − 𝑝
2 + 1,

1
2 𝑦

7 𝐼$ − 𝑋 𝑋7𝑋 !"𝑋7 𝑦 .

n したがって，ベイズ推定量は
9𝛽& = 9𝛽B)C,

p𝜎+,& = "
$!%

𝑦7 𝐼$ − 𝑋 𝑋7𝑋 !"𝑋7 𝑦        if   𝑛 > 𝑝.

n これらは， 𝜃 = 𝛽, 𝜎+  の exact な不偏推定量である！
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Examples 6&7: Nested error regression (NER)

n 𝑚 : 地域数，𝑛 : 地域内のユニット数（固定）とするとき，

n 𝑦#D ∈ ℝ, 𝑥#D ∈ ℝ%を観測．

n 𝑣# ∼ 𝑁 0, 𝜏+ , 𝜖#", … , 𝜖#$ ∼#.#.<. 𝑁(0, 𝜎+)で，𝑣#と𝜖#Dは独立．

n モデルのパラメータは，𝜃 = 𝜃", … , 𝜃%, 𝜃%9", 𝜃%9+ = 𝛽, 𝜏+, 𝜎+ ∈ ℝ%9+.

n 𝑚 → ∞という状況を考える．𝑛は固定．

n データは 𝑖 に関して独立であるとする．

n このとき，asymptotically unbiased prior は 𝜋 𝜃 ∝ 𝜎+ 𝜎+ + 𝑛𝜏+ !+.

𝑦#D = 𝑥#D7𝛽 + 𝑣# + 𝜖#D 	 𝑖 = 1, … ,𝑚, 	𝑗 = 1, … , 𝑛

𝑦!!, 𝑥!! 𝑦!", 𝑥!" 𝑦!#, 𝑥!#

地域1

… …
𝑦"!, 𝑥"! 𝑦"", 𝑥"" 𝑦"#, 𝑥"#

地域2

…
𝑦$!, 𝑥$! 𝑦$", 𝑥$" 𝑦$#, 𝑥$#

地域𝑚

…



34

NERモデルの Gibbs sampler

n 𝜃 = 𝛽, 𝜏+, 𝜎+  を直接サンプリングする代わりに， 𝜃̅ = 𝛽, 𝜌, 𝜎+  をサンプリ
ングする．ただし，

𝜌 =
𝜎+

𝜎+ + 𝑛𝜏+ ∈ 0,1 .

n 𝜃̅ のパラメータの full conditional は，

𝛽# 	|	𝛽1# , 𝜌, 𝜎+, 𝒟 ∼ 𝑁
∑5(%6 𝑦5 − ∑$7# 𝑥5⋅,$ β$

* D𝑉1%𝑥5
∑5(%6 𝑥5⋅,#* D𝑉1%𝑥5⋅,#

, 0
5(%

6

𝑥5⋅,#* D𝑉1%𝑥5⋅,#

1%

,

𝜌	|	𝛽, 𝜎+, 𝒟 ∼ Truncated	Gamma 6
+
+ 1, %

+!94
∑5(%6 𝑦5 − 𝑥5𝛽 * 𝜄!𝜄!* 𝑦5 − 𝑥5𝛽

truncated	on 0,1 ,	

𝜎+	|	𝛽, 𝜌, 𝒟 ∼ IG
𝑛𝑚
2 + 2,

1
20
5(%

6

𝑦5 − 𝑥5𝛽 * 𝐼! −
1 − 𝜌
𝑛 𝜄!𝜄!* 𝑦5 − 𝑥5𝛽 .

n ただし f𝑉!" = σ!+ 𝐼$ −
"!E
$

𝜄$𝜄$7 , 𝑥#⋅,/ = 𝑥#",/ , … , 𝑥#$,/ .
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NERモデルのシミュレーション

設定

n 地域内のユニット数：𝑛 = 5.

n 地域数 𝑚 ∈ 10, 32, 100, 316, 1000  の5通りで推定．

目的

n 各 𝑚 に対し，事後平均 9𝜃& のバイアス 𝔼 9𝜃& − 𝜃  を評価する．
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シミュレーションの手順

各 𝑚 ∈ 10, 32, 100, 316, 1000  について，

1. 真の分布から 𝒟G = 𝑦# , 𝑥# : 𝑖 ≤ m 	を10000回発生させる．それぞれ
𝒟G,", … , 𝒟G,"HHHHと呼ぶ．

2. 各 𝒟G,Iに対して，対応する事後平均 9𝜃G,Iを計算する．

● MCMC (Gibbs sampler) を用いて事後分布からのサンプリングを行う．

3. 平均 �𝔼 9𝜃 := "
"HHHH

∑I3""HHHH 9𝜃G,Iによって 𝔼 9𝜃 を近似する．
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比較する事前分布

[AU] Asymptotically unbiased prior: 𝜋 𝜃 ∝ 𝜎+ 𝜎+ + 𝑛𝜏+ !+.

[JF] (部分的) Jeffreys’ prior: 𝜋 𝜃 ∝ 𝜎+ 𝜎+ + 𝑛𝜏+ !".

● 回帰係数に関して 𝜋 𝛽 ∝ 1 ，分散成分 𝜎+, 𝜏+ 	に対してJeffreys’ prior 
を考えたもの．Cf. Tiao and Tan (1965).

[DG] Datta and Ghosh (1991): 𝜋 𝛽 ∝ 1, 𝜏+ ∼ IG 𝑎J, 𝑏J , 𝜎+ ∼ IG 𝑎@ , 𝑏@ .

● 実験では 𝑎J = 𝑏J = 𝑎@ = 𝑏@ = 5 と設定．
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バイアスの比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 1, 1)

n サンプルサイズが小さいとき，𝜏+と𝜎+	のバイアスは事前分布の選択に依存．

n どの事前分布がバイアスの意味で最適かはパラメータの真値による (次スラ
イド) が，提案した事前分布である [AU] は良い選択肢である．
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バイアスの比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 0.5, 4)
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MSEの比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 1, 1)
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MSEの比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 0.5, 4)
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95%被覆確率の比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 1, 1)
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95%被覆確率の比較: 真値 𝛽!, 𝛽", 𝜏", 𝜎" = (1, 1, 0.5, 4)
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シミュレーションのまとめ

n どの事前分布がバイアスの意味で最適かはパラメータの真値によるが，提案
した asymptotically unbiased prior は良い選択肢である．

n MSEや coverage probability の結果と併せても，asymptotically 
unbiased prior は全体的に悪くないパフォーマンスを示す．
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まとめ

n i.i.d.とは限らないモデルにおける asymptotically unbiased priors の特徴
づけを行った．

n Asymptotically unbiased priors の存在条件と構成手順をまとめた．

n いくつかのモデルへの応用を紹介し，NERモデルのシミュレーション結果を
提示した．
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